11

Hemos visto que de una Unica funcion /_a@ang/a e@;vanadag las ecuaciones del
electromagnetismo por variaciones. ;:a* ~ Q? b
1

Sin embargo, dicha teoria no nos jus§fica de péﬁer cipios como debe ser la

funcion lagrangiana -y, en_particyfar, tam, justlfica la razén por la que el
ia con, elgatfomagnético adopta la forma

término de interaccion de la ma

escogida. Simplemente, se ha i@mitido @uﬁ@aci’ de las ecuaciones de Maxwell a

un principio mas general, ggq‘que @n@de premisas quedan todavia por

Justificar. & ; {q

Expondremos en este c&itu/ una Ede /:‘:v.ls zones por la que el termino de

acoplamiento de la /@teriah n eél campo electromagnético adopta la forma
2

anteriormente escogic@ g

& W
Para ello, nos deh&mos f’n/ﬁr a otrjf:‘-teor/’a mas general como es la mecanica
cuéntica, ampliathénte dceptada y Verificada experimentalmente y que, como

veremos, tiene biég un cara’cterﬁ redictivo sobre la razéon de cémo son

determinados g%kct‘cg‘fe nuestro munde electromagnético.

También o@#ﬁpo@am‘e consecq%ji:‘d‘&sta teoria es por qué la carga y la energia
deben ser cO er@das localmente. Cir, que no basta con que la masa y la energia
se conserven globalmente de forma que desparezcan y aparezcan en otro lugar, sino
que deben conservarse localmente en cada punto del espacio, mediante una ecuacion
de continuidad. Esto también nos llevard en otra seccion a los problemas de la

radiacion y de los flujos de energia como consecuencia de la invarianza de la fase
focal.
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Aunque la teoria gauge basada en las simetrias internas de la funcién de ondas de la
ecuacion de Dirac, nos determina completamente la estructura de las ecuaciones de
Maxwell y la interaccion de las cargas con el campo electromagnético, sin embargo, a
las mismas conclusiones se puede llegar a partir de la ecuacio’n/?e Schrédinger o de la

Analizar estas hipdtesis.adicionales tiene\también gran img@rtancia fisica, ya que nos
ilustran de porque glas @5 clasicas. sen\ operativagyen muchos ¢asos a nivel

nagnetico f?ne en é@uégs’circunstancias

L
A L Y il .
un comportamiento rver \ ambié e //uﬂlcaCB, de como se
interrelaciona operacionalmente la f/’sicaq\ga IGa con j&'cuantiegd™ | £~

da
__uw“""‘h“ ; (, :9 4 g "O

S SR
Simetrias, pri ser\ﬁén afiposyauge
[ . » 7

Existen tres@ccae;))tos fisicos que.estan /ﬁ inte%ggiém
conservacion, ycampos gauge. Y ' o
| NEA A |
Las transformaciones gauge son aqu&flas tra @/on ontinuas que tienen
o

alguna simetria local que deja invagantes d%errl asmpropiedades de las leyes
fisicas ante dichas transformaciones QO

doiESimetrias, leyes de
o

7,

- >
La experiencia indica que todos @8 cam @rvqad n la naturaleza son de tipo
gauge y que cada simetria confinua esaa sehetria tocal, lo que ha dado lugar al
denominado principio gauge. g o

Segun Mills, en la naturaleza existen Etr&gteor’ gauges independientes, sin que
exista todavia una teoria L@ﬁcada de q?/as que-ekplique el origen de todas las fuerzas
actualmente conocidas. & é;- 5 \"

Fueron Noether, We)@y Lo Mn, /os'-}gr'iffr_,eros que indicaron la importancia de las
simetrias en la comp?nsié e la natur’c?/}é, ya que condicionan la estructura de las
ecuaciones permip@as, y d&forma de /é}éj’nteracciones, y el numero y propiedades de
las particulas qu era_gpran. ﬁ

-

o

Noether der:%@qigbara sistemas er% ue se puede aplicar principios variacionales,

para cada tiag€ontinua de | _ndturaleza existe una correspondiente ley de
conservacicfgﬁzquq?para cada ley rvacion hay una simetria, lo que ha pasado

a denominarse céo principio de simetria del teorema de Noether.

Noether demostrd, que si existe una formulacion lagrangiana de una teoria fisica, las
simetrias que aparecen en la lagrangiana son también que aparecen en las ecuaciones
de movimiento.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Las ecuaciones de movimiento en la naturaleza son en general derivables de un
principio variacional que hace estacionaria la variacion de la accién, definida como la
integral de la lagrangiana ante las trayectorias posibles.

El principio de Hamilton de minima accion establece qu_g';g;én la naturaleza las
ecuaciones de movimiento sdi agueliassque hacen estacigparia la accién frente a
ltayectoria real, sifp que exista todavia una
wm. portamleﬁ:fo en la natura/eza

'q// puén ser ?v&bjés también por

v ézles mgét difere c@gue se define en
Ty
o
a@ 1‘er‘@'ll,::',I una validez

gidle adefyada, y segun el
jen leyeside conservacion.

Como ya hemos
un principio vari
mecanica en medanica.

El principio va/ﬁngga/ dewHa
universal, redf:cé‘fbda teotia fisi

En el paso g‘e\@ mecanica

se ntiene un teorema

similar al de Noether entre simetrias y | /én, o que se habla del
principio universal del teorema Noetherss

Como ha demostrado Feynman co for: CI de; /ntegra/es de camino,
existe una estrecha relacion entre Igmecani ica éR,su forma hamiltoniana con

ecuaciones de la mecanica
nales.

la lagrangiana clasica. Por ello &Fes de
cuantica se puedan derivar tam\u n de

it
Wey!l y London fueron los ,;gggéros q@z ero

e el electromagnetismo era una
manifestacion de alguna siniétria local, ﬁ ilar a como sucede en la teoria de
la relatividad en que /as{?cuaoones 17‘/5/ca en ser las mismas para todos los
observadores /ndepend@'teme@r de w estado de movimiento relativo.

La invarianza gauge fi@ intr@iucida pon Wey/ al tratar de unificar las teorias de lago
alcance (e/ectromag tism grawtac:op)a. ediante una simetria de escala

4y
W

“‘l -
é-“ \? t -t = alxt)t
3 X - a(X, t)x
3 9 = a(z,0
donde a(%, t\)i;i?ma.@noon arb|trar|aJ
Hemos vis ud&uando en u a fisico existen ciertas simetrias, como

consecuencia d& teorema de Noether se generan determinadas ecuaciones de
conservacion como identidades.

Si existen constricciones, las ecuaciones dinamicas pueden contener una funcién
arbitraria de las coordenadas, y entonces se dice que existe un campo gauge local, lo
que fue estudiado en detalle por Cartan con su teoria de invariantes y de formas

Enrique Larrea Bellod
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diferenciales. Se demuestra que en un sistema el nimero de grados de libertad no
puede ser mayor que el nimero de variables dindmicas menos el nimero de grados
de libertad de las funciones gauge. La ecuacion de Laplace o de Poisson para el
potencial admite un gauge del tipo r{",’"

ftad, y se pu€de decir que ese tipo de
2K

C encia de uR gampo gauge

= eﬁao *%dp]p sucede con la

/a teo@‘!s d/na/@ 5.0

Las magn/tudes fisicas observal&@s cor;? sidad&eydeg no pueden

contener n/nguwfgert unﬁ {iglennﬂa electrostatica

verifica f = Lio y : tie ' a libe @9& que si existiera

campo gauge a St i =0 y ﬁ;(aﬂ% 0, y4por el teorema de
Helmholtz fa ser ¢ = Eb

f S IS

. = & o

b
En el capitulo de teorfas geometr' S, hen@w& @ invarianza de un sistema

fisico ante determinadas transfarmaci gr de galileo o de Poincaré
(simetrias) tiene como conse ncia cﬂ, @rml das magnitudes se conserven.
También existen otros tlpos etnas@r que bién nos llevan a principios de
conservacion.

Para ver de una forma ‘E_&ple como éctua;j simetrias en las propiedades del
campo, tomemos el gj e@plo da por &ancz con la siguiente lagrangiana

& S
X4
N
&

q‘_‘? 17‘*:“5%

que correspon gﬁmpo electroma
iy ¥
cargas y corfi

FEETTE

L= H* wrotF)

ey %
‘*&’

ético en el vacio cuando no hay fuentes de

S m
La vanaoor@&péﬁb a F* nos lleva cuacion de Euler-Lagrange
aF _ o
——VAF=0

Si hacemos la transformacion

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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donde A es una constante, comprobamos que la lagrangiana no cambia y es
invariante ante esta transformacion.

Supongamos ahora que A ya no es una constante, sino que es gna funcion escalar de
campo que depende la posicién_en el espacio ¥ (principio ga@e) y que ademés A es
infinitesimalmente pequeia -’..T:""* :;- &

WL =

Como la acciér)ﬂiq.@ lagrangianagdebe se
hacer cero | vaﬁ?ﬁ'&m respecto A4, of
T L

gue es equivalente aL

2

E
que es la ecuacion de la conserv.
vacio sin fuentes. Por tanto, de |g* simet, u

transformacion de fase, se déduce
energia.

>g A
n de %ga d mpo electromagnético en el

ja iante la lagrangiana ante una
cia que se debe conservar la

Otro ejemplo es la lagrangféna
~
L

= (v

g

la cual es invariante,u te ?ﬁambio de
G;" -

hc=1

'3

S5 Vo=
Haciendo queig@eaﬁ campo escalariinfinitesimal dependiente de las coordenadas

(principio g a iy
) Yoy S et~ (1~ i)

Haciendo que sea nula la variacién respecto aA, obtenemos la ecuacion de
conservacion

v +V : Pywr — pryy) = 0
0x Zm( )=

Enrique Larrea Bellod
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que representa la conservacion probabilistica local de la carga.

En general, si existe una transformacion de las variables de campo con un parametro
infinitesimal A que se cancela, entonces haciendo que A sea ypa nueva variable de
campo (principio gauge), su ecuacion conduce a una ecuacm_\&’de conservacion local

del tipo §

S
En mecdnica, pdra os" ' .' 0s,\a invariafa antena Sinsiacion de I
coordenada tiempo conduce a la con qﬂ de 18 energldd L arianza ante la
translacion en una direccion dadaﬁ/mpl/ onservacion % enteulineal en esa
direccion. La /nvuba(%a a _‘Q. NGO ac_/é ﬁr de @j@@p//ca@ conservacion
de momentdén@i‘mgres o -.Q 3
En los 5/ste*gzzi&7 aria ‘gpuas 1@5 /Qar/anq.g’mp//can siempre
leyes de conservacion simila o las a orme m@trad

El principio de Noether establece que, a ca@ /a c inua con caracter de
grupo, siempre existe asociada una ley*@e conse[v. c@ Ocal Y viceversa.

& fe &
Simetrias gauge como on%éi‘l de Waa@ de Maxwell

Sabemos por mecanica cuant@ que @ @cio’ ondas Y (%,t) es multiplicada
por un factor de fase globafconstan idad de probabilidad que viene

la
dada por el médulo al cdadrado de Ja%nci' de ondas| (X, t)|> no cambia y,
fisicamente, el estado ﬂng_b del glstemaxno var/a

o]
SiA lo hacemos deperider cemio una*‘\#u!acfon A(X) de la posiciéon (que define una

transformacién gau oca/)#s der/vadas'ﬁ.aroa/es existentes en la ecuacion de ondas
destruyen la invarighza, Lﬁ’!vo que sf Vverifiquen determinadas condiciones que
analizaremos. & s

S 7 ’

London fue el p'}?&aeroqgue indicé que'la simetria asociada con la conservacion de la

carga era de ladRlvarianza de la faseilocal en la mecanica cuéntica, y que Weyl la
bautizd co réare de SImew Sin embargo, fue Weyl el primero que
derivo las ec C/(éés de Maxwell a tir de la lagrangiana de Dirac mediante una
transformacién de fase local que Pauli denominé como transformacion gauge de

primera clase.

Si la funcién de ondas sufre la transformacion de primera clase

Y &) =P (&) =P (F)e 4D

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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con la condicién de que el hamiltoniano se transforme de forma que su ecuacion
mantenga la misma forma estructural (simetria de la forma), entonces se deduce que
la carga se conservara localmente, y ademas esta invarianza gauge determina toda la
estructura de las ecuaciones del campo electromagnético. F

continua de los gm‘os del espacio se le
i A fuese una&?constante la simetria se

Al ser A(%) una funcion gatbitre
denomina  transformacior

denominaria global. 7 5 ! ;:F N
/ 1 ) r

e,

% ‘ -}

Para mantener la invarianza de forma a \\% !

de fase local de primera clase, t intro

un cuadrivectpﬁWeﬁ e dos.pote agnéticos: A9 que@ontrarresta los

efectos de /7Ftrén formagion, y deduj@la aaones ciRdmagices defaxwell de la ley

de Faradayly la ley de"a ) _ nétice@{cca# idefdades a partir de

dichos poz‘éi&l@sé A% 4 17 cion € Sy ren Luha transformacion
denominada gauge de sequndo.orden i

o
e XS &
i Ay, > A== A, ‘b
donde A es una funcién arbitraria d?pacio@eléemp}t?"

A partir del principia de mini accién&e égmilqt mediante las ecuaciones
variacionales de Euler-Lagrange @ptuvo /aécuhones@némicas de Maxwell de la ley
de Gauss y de la ley de Ampérey . ::? y

Fue Fock el primero en depapstrar qf cua de Schrédinger de la mecanica
cuantica clasica también e§+invariante E.en r nte una transformacién gauge de
primer orden si los péfenci s A% del\ campo electromagnético sufren una
transformacion gauge d‘bsegag ;

N

ch;n n campe ga@e refggsentado por

e
Esto se puede ver fori@ simple iE(’)ﬁfs-"el ejemplo de Feynman que para una
transformacion dei‘ mera@specie gi)

Q-:. 43 — —iA
. Yo =9y
oy & .Y
o ., A e
se verifica I%ﬁ%w U
© (V= id)y" = e=i4 (¥ — i)y

si A se tiene una transformacion de sequnda especie

N

A=4-Vy

Enrique Larrea Bellod
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Todo esto se puede reescribir de una forma mas compacta si se define la derivada
covariante

Principio d

o

El principio de la simetria /ocal éﬁ/{ma 2}‘ al
d

asociada a una tféhsformagi

Ll

Se define gomo i
& ]

aspectos de\un objeto no\cambian.

'gagatura/ cdple simfetria continua

r upg sime

- g @

transﬁé%aaon;@ &@- /as determinados
¥ &

- go— +~ & .

En la naturaleza~hay muchas simetrias dé\comp@a to.é8mo por ejemplo, las

traslaciones o rotac:ones en el espacio, & cluso ¢gsvtrapstacioffgs en el tiempo.

Muchas de esta SImetr/a son g/oba/es e? deC/r df%nd e los puntos del espacio

y del tiempo.Sin embargo muchas s sime ocates, por lo que dependen de
forma independiente de cada puntgdel es, 6 / t/%b

El tipo de simetria local S/emprgh_&term u‘%cte a estructura matematica de la

teoria fisica que da lugar. & *‘-‘J"

El electromagnetismo y la %t/wdad @b&ﬁécen imetrias locales. Veremos que el
electromagnetismo es deb@‘o ala /nvari.?anza ecuaciones ante un cambio de fase
local de la funcién de afidas c@mpleja. Este principio permite también considerar el
campo electromagnéticy clasige comofa-localizacion del grupo U(1) de la invarianza
fase (gauge invarianzé) del c@mpo compleje’de una lagrangiana hermitiana.

Es un principio d/nﬁ’ﬁwco gﬁé requla coréug' los campos y las particulas interactuan y sus
estructura mate, ca@unque es u/§ rincipio clasico incorpora muchas de las
caracteristicas ti También pue e ser formulado como un principio de
relatividad /réy?nd te del marco de crencia. Su extension a la independencia de
la /ocahzao@g ri tfr"aC/on y esta e movimiento del observador, también es la base
de la teoria gén f}_, de la gravitacion y de sus interacciones, y de las teorias actuales
de unificacion de las fuerzas.

Para que se verifique la invarianza de las ecuaciones ante este tipo de simetrias
locales, veremos que es necesario introducir campos adicionales con las propiedades
del campo electromagnético que compensen estas transformaciones.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Principio general de simetria

El teorema de Noether ampliado establece que para cada simetria continua siempre
hay asociada una ley de conservacion local y viceversa. ,{?

X 4
La simetria local (de fase en -:;-? del ele tromagnetismo), @pl/ca la existencia de un
al e _""r |y escalar e/ectromagrﬁ’/co) con una estructura

La estructura de del cam, e/ectrcﬁagaét/co) incluye y

determina las fofina de /as interaccion gnitydes con@/a@s

En mecanica cuantica de forma similar a cIasmd&q o} dores 4 que
ik 7 ‘@ p@.i g

tienen un doblew e

Como repreQaq‘Lon v . < con vab‘rq |o£f@
A ¢|A¢> w*AW%” >

e {? 13 &
donde 2 es un parametro-real. 8 Q Q Q

s

En particular si 4 es el operadordnome . efla di e?‘.'ic’)n xt entonces " difiere de
1 en un desplazamiento propd‘fional @'dir nz.

Si A es el hamiltoniano A nces w‘Ere na translacion en el tiempo de la
funcion de ondas ¥ propqﬁional a A

Por tanto cada familia tz%' trar@rmac nes
fisica y viceversa. 'a; €

En el caso de la. 6%3%? cuant/ca<_ > forma simi/ar a la mecanica c/a'sica- el

/J' P

ntinuas esta asociada con una variable

hamiltoniano H ¢ term
ondas :g
. '-'.; i~
=¢&37"" 1y (0
@%é (o=g"v 0
que es equivalentgya la ecuacion de crédinger
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En mecanica cuantica el operador hamiltoniano estd asociado con el operador de
energia de forma similar a como en mecanica clésica el hamiltoniano esta asociado
con la energia del sistema, y es el que gobierna toda la d/'namica del sistema.

Si dos operadores A y B conmutan, es deC/r es /ndepend/erﬁ del orden en que se
aplican, entonces la var/ab/ "-'"' Jariar nte ante la transf acion generada por B y
viceversa. % = '\“'

Si A es una vari

indica que si la ) e'an

también una constante en el tiempo. \ 3
N

‘tl" J'
De forma inversa si H es “ﬂvﬂante ante transfo# ada por A,
entonces A rep _:Hh u etria“yasquie H d@erm/n @ao% el tiempo de

las leyes dinramicas.‘
.

El teorema Wher ampliado se rmulﬁaeno@ a v ';Fab/e dindmica A se
conserva solo s~ las_'leyes _ dindmicad, son qgvar te@metr/as) ante las
transformaciones generadas por A. ,a.

I;} m b
§ & &
Simetrias gauge localy pot alesé,l ﬁnp jeclromagnetlco

Consideremos que un operadoré%rmfg g"la funcién de ondas compleja
t fa

ha 'toman% entqaces"-@ anterior nos
ormagz'n rada por H es

1 mediante una transformacio@infini cal

qw(x)—> (x)—llii(x QTR (1 — ey (%)

donde e - 0. E,"‘-’ g
La funciéon de ondas %ﬁlra e@Onces &aﬂarlaoon dada por
Ly
Fov@=w 0 29® ~ —iea@w @

%s

Si en las ecuaoéﬁes diAdmicas (comoien la ecuacion de Schrédinger) aparecen

términos del tlpﬁ
53 é‘l oy (3)
@J\br 0x«

entonces, una tr@wsformacién de fase local afectara a las ecuaciones introduciendo
términos adicionales del tipo

8[0.9 ()] = —ieA(X) 9P (X) — ie(9,4 (D)) (D)

Para que las ecuaciones sean invariantes ante el cambio de fase, se introduce la
derivada covariante definida por

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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ariantes en fo@?a ante la transformacion
se reemplaza las derivadas normales d,

rarse también como una transformacion
nitarias U con dimension uno, las cuales

J'

=
en los puntos del es@oo @r matrices
forman un grupo d Te abefiano. ;

Por tanto, una; ansf acion unlt_"
representar tam v

—)@ = UA U + “-..
siendo una%st@te que como veramos ‘més adelante debe tomar el valor
hc

C=—
q

Otra consecuencia debida a que la simetria de fase global tiene un solo parametro
continuo, es la superposicién lineal de las interacciones.

gauge de Lorentz Y - Uy se puede

0, U™ = LagAP +iCUB, U™

Enrique Larrea Bellod
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La invarianza ante la anterior transformacion requiere que
Ay > Ay —iCUILU?

Vemos, por consiguiente, que la invarianza gauge local y la de@da gauge covariante

estan relacionadas con la inva a.ante las transformacionéé:gauge de Lorentz de la
electrodinamica clasica pagas los pott """;,' del campo e/ec%&nagnético.

La conservacion de / car cede " qm ‘i estd r@&/onada con /@ distribucion

Vemos que la lej de la conservacion dé\la ca a y /@*vmetr/a%ba@ﬁ a la invarianza
ante una transfofmacion de la fase local de fa " de opdas, @//can la existencia

de de una campg, vectorial g@,@{i € __ten?@va el ca &ctréﬁgneﬂca y la
estructura d?—vsﬁ[ﬁ“"?ﬁm,o‘!i"'-’E o é’ .{;" Y

En mecan/qa clasica a estd™tleter /mad grangiana o la
formulacion\equivalente f . Sin argo % gaa na constante con
las dimensiones de la accion h,.indica quésel pro@o @/ge\u relacionado con la
cuantizacion del campo e/ectromagnetIG

Veremos mas ade/ante que el pasgwa la n@ cu ca se realiza de forma
habitual cuantizando los operador&8”asoci @var/ s canonicas asociadas al
hamiltoniano manteniéndese el ﬁcipt’o spdhelencia, que postula que la
mecanica cuantica debe reproddgir los r@/ta de @ mecénica clasica en el limite
cuando los numeros cua’nticos#n gra *:ﬂ' *

& V¢
Simetrias gauge dec?a local de Ia ecanica cuantica relativista
como origen de las’ ec&mn& de Maxwell

Como la mecanica qghnt/ca,%mb/en es dé?/vab/e por procedimientos variacionales de
una lagrangiana, QS‘S/me s de d/cha.llzmrang/ana seran las que determinen toda la

estructura de la %{ _\:p ﬁ
Partiremos def%h ‘gn de ondas relaﬂ%sta de Dirac

"y Y
& (ihgy“ Dy Hmc?)p = 0

FETT

Se demuestra qu&lesta ecuacion de ondas es derivable por calculo variacional de una
densidad lagrangiana L, que viene dada por

Lp = ¥ (ihcy®d, — mc?)yp

donde ¢ =y*y,, Yt esla funcién hermitica de ¥, y y* son las matrices 4 x 4 de
Pauli.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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La lagrangiana L, cumple las condiciones requeridas ya que es invariante ante las
transformaciones de Lorentz relativistas y las transformaciones gauge de fase. Se
puede verificar que las ecuaciones de Euler-Lagrange, tomando como variable de
campo a la funcién de ondas, llevan directamente a la ecuaaonﬁ%latlwsta de ondas de
Dirac

=

_r @ - v, - v e ’
se postula que se debe mantener nvar/a /a,. orm &9 la estructura de de
lagrangiana (invarianza de forma) 3 ) @ ;\

Ly = P(ihcy®D, fcz)wQﬂJ@@‘(' ap, — me2)y
. L

n@/én

ge de fase local implica como
A,

La invarianza de la forma antegina tr@
C

hemos visto la existencia de @campo

&

K4

Interaccion del caﬁpo eﬁtr 1é ico con la materia

'\.

K e

Al efectuar la transfS?maog gauge d; fg'se local la lagrangiana se descompone es
dos términos R

'S
ﬁ_) +Lpy = 1/)(1

G
El término L\%ﬁ p@e asociar a /a_/n

electroma 8?/8 lagrangia

k- )
%

% g —mc® )P — ql/jy“Aal/J
ccion entre la particula cargada y el campo

Line = —q1/j)/aAa1/)
Si q se interpreta como la carga eléctrica, entonces esta relacionado con la fuerza

electrodinamica de Lorentz que determinan las ecuaciones de movimiento de una
particula cargada en un campo electromagnético generado por los potenciales gauge

eléctrico y magnético A* = (@, cA).
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Los significados del campo electromagnético

Ademas de la lagrangiana de Dirac para el electrén L, se debe considerar la
lagrangiana correspondiente al campo electromagnético libre en el vacio L. viene
dado por

Como ya hemosivisto, F,g €s un tens:' : glimet $ 4 que depende
' .

solo de las comp&@ntes del net@ﬁ
Para que la F_gr%ﬁ@wana it n ca q-mje mlaacaona con un

campo electromagnétieg tenga una‘simetr “de for riante ante una

transformac@ge de fase loc elaf a,% LD {an + L,

L = heip (79D =) ¥ &qu ;§? F“ﬁFaﬁ
pahlcula libre gshterac e‘% camapo e. m. libre

La ecuacion de Dirac es invariante a@ el gru@d@ans aciones de Poincaré.

Un hecho importante de Ia me /ca c Qlat/ de Dirac, es que la fuente
que origina el campo de med/qh CIO ende del propio campo y, a
diferencia de la electrodindmja c/aS/ rametro externo independiente
en que la evolucion del ca 0 so/o e d fuentes externas, por lo que la

interaccion relativista no e nea/

"-l".-'.r' FT

Ademas en el caso de | a'cuao ac no existe el limite clasico cuando h — 0, ya
que al ser la las carga /ectr@'es) fer@en‘efs las relaciones de conmutacion no tienen
en este caso un limiti f/ﬂl& e

El que el principigr gaug@m determine ;%nb/en la forma de las interacciones, esta
también relacio q&que el campg se pueda derivar de una lagrangiana por el
principio de la acionaria.

La variacio L H—Lcm con re
ecuaciones s de Maxwell

\las variables de campo 4, reproduce las

b
0, F*F ==L
@ cgy
siendo la densidad de corriente de carga
Jh = qcpyPy

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

La corriente g]ﬁ es un vector propio con una densidad de probabilidad positiva. El
acoplamiento del campo con las corrientes es una diferencia con las ecuaciones de la
mecanica clasica, en que las fuentes de cargas y corr/eé;tes son externas e
independientes del campo. Ademas vemos que los potenaal{jﬁ A, son la magnitud

fundamental en la /nteracao :'- 2563 op/a con el campaoda través de la carga q, lo
que hace que la /ntera ) al en mecan/cqsruant/ca El principio de
superposicion c/ésico v [fe -_ se sopla el ter de interaccion como una
fuente exterior, como en la apre ‘?“ acion cergftle /a e/qgroa‘rffam/ca clasica.
Las técnicas par ;:" N5 ' ' ﬂ la" interacglon llevam, d/agramas de
Feynman de la ele € ﬁ}efgmo_'@m'
N 0:
9 @

'--‘:‘:

Conservaci d 1 '-Q 3
, . P ""? Ay G
La densida I’)ICIO#Z& tan#eién la ecuacion de
continuidad v e la cargaaOcal t.'.ﬁ' o o)
- Q M

.. Fo00) S @

. ~ Q@ 9
Separando la parte espacial de la te {%' é. ;‘?

—o0 i &
p =/ lé?cm m

tendremos entonces la ecuad®n de @CIO a/ de la carga en el espacio

ordinario de tres d/menS/oneé)

& 8 31“ g _
é, gﬂ % Y +divj =0
Esto implica que la ca@ tot%EEfs una cam%nte que se conserva en el tiempo
dQp

F
QDH.. _L(;?x—v;[chgblpd%—ﬁe y =0

Se debe distin h{zen la carga q que actua como una constante de acoplamiento en
las interacci Qp*que es carga tot Idel sistema.
o

Que surjar%n el potencial € Ctrico y el potencial magnético tiene otras
implicaciones profundas que analizaremos. Hemos de observar también que la
ecuacion de la conservacion de la materia o de la carga 65(75 = 0, tiene un caracter
local que es una condicion mucho mas exigente que la mera condicion de la
conservacion global. El que una simetria global sea también local, determina la forma
de las interacciones y que se conserve la carga total.
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Los significados del campo electromagnético

La materia o la carga, no desaparece en un punto y a aparece en otro, si no que deber
ser conservada localmente en cada punto del espacio. Asi mismo ocurre con la
energia, que esta directamente relacionada con la masa.

Ya vimos que la condicion de que ante una transformacuﬁ" gauge A“ se debe

transformar como

o Y
deja el sistema ff &b no cambia
o
< O
Wy, <
If_ L."-T.?-_\_?‘ @.’

Como es $ab|dohp , do ,&blecuadamente la
transformac‘é,n\i se puede sim r no émen&,@solucﬁ% de los problemas
electromagnéticos, como por ejemplo, i\;gauge Y omb:?)n V-4=0 parala
radiacion, o el gauge de Lorentz 0, 4%=0, ﬂres@on de las ecuaciones
integrales de Maxwell. 1;3' ‘a—

Por tanto, el requerimiento de'fa in 1|::z:ahmza d?a cﬁ"fa lagrangiana relativista de
Dirac para un electron ante una gfansfor ﬂ fasQ'txa/ de la funcién de ondas
(transformacion gauge), genera a ca r/a/ PO gauge electromagnético)
que contrarresta la transformagron, a s, / C s particulas interactuan con el
campo mediante una const e de a ent e es la carga eléctrica. La carga
esta discretizada en multﬁ os de /a calga del electrén, y la constante de
acoplamiento a de las /n,:énaco nes es de baja intensidad

‘7

3 &'*}' 1
rp‘? Q "= 4fz2§5hc 13

La carga puede s@posn‘/g 0 negativa i’@po/arldad) que contrasta con la positividad

de laenergiay. rﬁ!@ , aunque todas ellas son magnitudes aditivas.

el Pk
La estructura ropg® campo gauge vectorial determina la conservacion de la carga
y la estru dek.'campo elec hético (ecuaciones de Maxwell). También

especifica o febe ser la interag€ién de dicho campo electromagnético con la
materia cargada, fo que determina la dinamica de las particulas cargadas a través de la
fuerza electrodinémica de Lorentz, asi como se generan a su vez los campos por las
cargas y las corrientes en movimiento, cerrando el proceso en un ciclo recursivo que
no tiene una solucion general explicita analitica y que se debe resolver mediante
métodos de aproximacion.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

Simetrias gauge de la mecanica cuantica clasica como origen
de las ecuaciones de Maxwell

Aunque la deducoon anter/or de /as ecuaciones de Maxwell a’iante la invarianza de

dé Difaciante una transforméﬂon gauge de fase local

3 "'*‘a _tamb/en es p@/b/e derivar los mismos

| Clasica de Schredinger imponiendo solo la

nvariaj ""a Este tifflo de deryagT ‘bﬁ'estud/ada en
mas //ustrat/va

“L a f /mpllqsﬁ/o fisicas de las

,Q ) i?ﬂtar 0s eg @unque requiera

@wﬁtlcu@bue se mueve
o

condicion adicionaltde
detalla por Kol e
transformaciones' gauge, por lo que
imponer condICIones adicionales.

fase local en la funoon ‘de ondas Mo
IS

w{ﬁp gé ”é

donde g y ¢ son constantes queéyego f§m y A(%K) es una funcion arbitraria de

la posicion y del tiempo
La anterior ecuacién de Schréglinger e@ forma entonces como

1 & - 208 A 0

2~ ) wyw‘},—qaw = ih—-

T & 3 , »
Se toma como un pigncipi enera/-—q’ : /a ecuacion de Schrédinger para una
particula cargada deﬁe adoptar una for na'estructural invariante cuando se hace una
transformacion ga *ﬂ“a

L i
Esto solo es pos%| sg%odlﬁca la ecu

‘o ion inicial de Schrédinger por la expresion
]

b‘g P —qh)s i
L oy

'¢+V)1p lhE

donde 4 y @ sd®los denominados habitualmente potencial vector magnético 4 v el
potencial escalar eléctrico @

= (8, cA)

Es facil comprobar que cuando se hace la transformacion gauge de fase local de
primera clase, la ecuacion de Schrédinger asi definida adopta una forma invariante
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Los significados del campo electromagnético

1 - _’\2 N - %
(ﬁ(p—A) +q0 +V)—Lh En

si los potenciales se transforman segun el gauge de segunda clagg

i
s = A-T4 &
o é’?
o) ot ﬁ';:‘
que es similar a u 3 ge enla Iectr%&émica'ﬁjsgg:’
La introduccion del poencia/ escalar &L ial es,:ﬁ' que n el principio de
invarianza de la forma de la ecuacion de:Sch }ggante traﬁ'formacién de fase
de primera c/asemh b r, ;,,Q Qf?
. g, : —
Como las r@@-ﬁﬂ%qes ; é? =

pueda@ ders@é una funcion
arbitraria como &s | ansfo[agé ga@, se define las
. B b iz ot _@6} CZ
A
= S

que como ya hemos visto son invadantes a@urﬂtrarérmacién gauge de segunda
clase y por tanto son observable

Por la propia deﬁnic/g%éve Eé’

ecuaciones cinematicas,de M%’We ,
¥ 2
L
S g‘
S 7
g @ _ . _ N
La transform gatige de primera clase esta relacionada con la conservacion de la
carga. La a%ﬂde probabil%ncontrar una particula en un punto del
a

espacio vien or el médulo yadrado de la funcién de ondas

P=[pI> =9y

siendo por tanto

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

f V@O (F O = 1

Si al parametro g le denominamos como la carga de la particulg, la densidad espacial
de carga estara asociada con <7

Si se diferencia la antério ( q"'u ecuacié@;a'e conservacion de la carga

donde la corrientE Vi

387

&
T J
§ o W .
entonces Y*y = 1/;}? yla @S/dad de carga serd un invariante observable.

L
;:-':3 & P58 =p@E, 1)
La densidad de%n@? también serd un observable ya que no depende del gauge A

de la transfor@brz. !
1% = é§ Nk 1 g i _ * 1 g e _ 7z
J& ééfRe ( — (- = qRe (ll} — (5~ qA)t/)) =J@ 1)

El hamiltoniano H(4,®) de la ecuacion de Schrédinger no puede ser un observable
ya que su valor depende de la funcion gauge A(X,t) empleada para la
transformacion de fase.
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Sin embargo H(4,0) sin el potencial escalar, si tiene un valor invariante ya que es
funcion es funcién solo de la derivada covariante que como ya hemos visto es gauge
invariante al ser invariante la derivada covariante

3
&
0
Esto se debe a que q@é - aiente del tiempo nog puede identificar con la
energia potencial la fuerza elé _ 2 gE no proc# del g@/eﬂg del potencial

eléctrico al ser

L
—y
s 9
4 5 & Q@
Sin embargcf—FI s ! rador e ia Wun observable
ya que su fdrma yivalomes i vari S’c@gau@,
Si se define la-densidad argierde la pa o& + A
. ) ..3}

q..g |9 acion de Schrodinger se
obtiene la ecuacién de conservaaorjs?
E

o N
Q A
%+Q%§W] @"Q

donde §p desempena el pape&?e un f@ &n

gb_ﬁeal vH(/T,

y w; es un término fu@te de éﬂ"’ergm =0

r?

-W/J-a,vnn
N—

& i
que representa | rg.@sum/n/strada r el campo eléctrico E a la particula cargada
por unidad de que nos define también como la materia interacciona con el

campo.

Por conSIgL%gte%‘fl campo e/ectha como una fuente de energia la cual es

absorbida por la particula cargada que actta como un sumidero de energia.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

Principio de los observables

Se considera como un principio general el que cualquier magnitud fisica sera
observable experimentalmente so/o si es invariante tanto su fo@a estructural como el
valor de su ecuacion matematicasan e una transformaaorégauge de forma que
fminado poqy,? B es un obsgrvable, debe

i‘*f“ 'r-‘ ' eteCC/ag" exper/h@%%ente cuando
I i -" . q q

Puesto que el campg) electromagnético '\-
R T ¢

Segiin Kobe este principio de /e cond/ (gbe ser la
estructura de lasjgcuaciones C{@_b.'. net/co r
LN -:€? v J
como ya vimos _é"?'r‘aLca ulo de te ipycas, p I<€ampofglectromagnético
fisidad #quia 'se puede formar
Px A
$ S T
&S @
Q@ 9
s &
&R ﬂtéde energia es
E"" L]
La condicion de invarianza la f @"/a cion de Schrédinger ante una

transformacion de fase de Ia=funcion d@* oMebs (. e de primera clase) que implica la

conservacion local de la @rga nos //é/a a temék que introducir un campo vectorial

gauge (@, cA) que s @ent/f@ conxlos tenciales electromagnéticos y que se
=~

transforman de acuer@ con @-a transf-érnﬁbaon gauge de segunda clase.

con el campo el ‘?r/co magnet/co son funcion de los potenciales, que son
invariantes anteﬁ‘ra maciones gallge de sequnda clase.

De la propia \@wa@ de E, B en funcign de (@,cA), se obtiene como identidades
las ecuaci Qgﬁat/cas de la ley de Faraday y de la ausencia de
monopolos.

Esto nos lleva a la definici de dos mi %/tudes observables E, B que se identifican

Del principio de conservacion local de la energia se deducen las ecuaciones dinamicas
de Maxwell de la ley de Gauss y de la ley de Ampére.
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Los significados del campo electromagnético

Ademas, se obtiene que el acoplamiento del campo electromagnético con la materia

cargada es a través del término E -], determina la densidad local de energia por
unidad de tiempo transferida del campo a la materia cargada.

cumple la ecuacion local de total de la ener

0 ;}"
Es de observar que, para obtener Py, ‘_ que 'end de la ﬂna de ondas 1, es
necesario resolver la ecuacion de D/rac\' 5 kogf/n T qu uQe depende de los
potenciales electromagnéticos L@%A) por. ecuaa <§D/ra Schrédinger

y las ecuaaolpes “opladas deéarma n
Enla e/ectrcfd/narmca

t mplificar do #or/mer ordenpy
J iguales a lk’a\c:!\ensidad e carga.y cé' icas iderandolas como

fuentes externa.las correcciones d S se n con el método
desarrollado por Feynman para-la e/ectr nami a a. g,
EI

w
Simetrias gauge de la cam@ clasm omo origen de las
ecuaciones de Maxwel rm@ ﬁ Gavarianza de la forma
X

de la lagrangiana r;' .&) S

Las ecuaciones de Maxwe/tgé pueden b’e%’(/r tgmbién a partir de la electrodinamica
clasica, imponiendo la i Swlan de fokma de;; la lagrangiana ante una transformacion
gauge de fase local y la@nd/q_-& adICIQna/ de la conservacion local de la energia. Este
tipo de derivacion @ud/a @ en detalla por Kobe, es ilustrativa respecto a las
implicaciones f/S/ca@e /as,%ansformag@ es gauge por las condiciones adicionales
que se deben posu;&‘a ‘.f’ i i’

Para una parUcWret@sma hemos vis

ey

FE

que la lagrangiana viene definida por
L -

->>2

-V

R & 2

y la accion sera e(r%re dos puntos fijos de una trayectoria sera

o

X2
o= [t
X

1

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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La variacion de la accién 8S, =0 nos reproduce a partir ecuaciones de Euler-
Lagrange la ecuacién de la ley de Newton

dza

=-VV(&)

Lo
&

y Y S )
caon es invariaite si se le anade a la
ge |buyeala lacion.

t
*. N & o,
f b | .-\' %
: Y (;’

rse como una

b= ln& G@t)'§A§)+p( 02250, oz

Integrando por parlgy tdfilendo ehk ﬁé ta que p y J son nulos en el infinito
obtenemos o g,@ .
'-"¢

= L@% )+ ap(’_‘“‘ ) AR, t)d® %fp(:‘c", A, t)d3%

y puesto que‘i}esg na funcion_a

/nvar/ante @ /carse la identida

fia, para que la variacion de la accion sea

Op(E,t) _
at

que representa la ecuacion de continuidad de la conservacion local de la carga, y que
integrada nos indica también que la carga total es constante.

V- J@ )+
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No solo la accidn es invariante cuando se afade una diferencial total a la lagrangiana,
sino que también se considera como un principio general que lagrangiana debe
adoptar la misma forma estructural, lo que garantiza que las ecuaciones adopten
siempre la misma forma. ,-g’

la forma

r“ﬁf

gue se puede interp
unos potencdiales.

&,
%,

. o9 %
interacciogrdel cagapo la eria a través de

expresion

o
%

- L e @ D

<
La variacién de la accién es invarian q'| se Ie@ {'na ?ﬁg;ncial total aL,,; que no
afecta a las ecuaciones de movimigsto Q Q
S @
an & .
Lmi = L + Li + q—= ol + %9 A@Y - p(E 00 (1)) d%
y la lagrangiana L*,,; tend ‘%na forma MWariai{e* si los potenciales se transforman
como un gauge de sequndg clase §
by
&g .;\_.%} ﬁ$= A+ VA
& e oA
Q i
F & P

"y 3

=] > & . . .
El campo vectoriﬁt%gaug @, cA) compensa la diferencial total de A haciendo que la
lagrangiana t U, forma invariante cuando se transforman como una

transformaci\a’ﬁ‘bg@e segunda clase
o L ;
La vanaoér@@ a gcion w
@) %

SSpmi = Sf Ly,dt
%y
respecto a de las coordenadas x* nos reproduce de las ecuaciones de Euler-Lagrange
las ecuaciones de movimiento de wuna particula cargada en un campo
electromagnético

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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LE_ Gy +q(-70- ) 4 ¢Z TR
M = X)Taq ac ) T Ve

Las ecuaciones de movimiento de una carga en un campq#lectromagnét/co son
invariantes en forma en una transtemmacion gauge de sequéé clase, ya que toman

ZN

ot +°4! dt A V’ ‘oa-
. { - O\
Por esta razén, s po Gauge é i
H #
. ~
& ¥r S8 &
. = EETR -
L/BEVAASVAA A S
] e ! q <
que son unos observables,al ser invariantes gh una @s@ aciﬂé‘gauge de sequnda
clase. : Y N
u

& LTy

De la propia definicién d@_‘g yBen fun§'ién los potenciales se obtiene directamente
como identidades las e@écior&'\_ cinen%’wtic de Maxwell de la ley de Faraday y la ley

de ausencia de polos @gné@os *:-;' ¢

& L o
'{:‘.5-". g‘ VANE = ——
Iy ‘? ik at
iy 8
ISP @ V-B=0
S i
Para deter é@o es afectado.el campo electromagnético definido por E'y B por
la materia repres “éorrientes, como ya vimos es necesario introducir

d@(ada por cargas y
la lagrangiana campo electromagnético y hacer la variacion a las variables de
campo que en este caso son las componentes de los potenciales electromagnéticos.

La lagrangiana del campo electromagnético siguiendo a Kobe, suponemos que
inicialmente viene dada por una expresion de la forma
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L= f (CoB? + CyB? + C ok - B)d*%

La lagrangiana general de una particula cargada no relagivista en un campo
¥

obtenemos Egler-Lage gﬁ% WeEn

respecto a I@ T

| ) o, &,
y para la variaciéon respecto las variable qgcamp
. , &

2‘2_6-5 I ZC‘_)*; o (2 2 =
eE'l']‘l;}_b Q“ t -

ondas electromagné;&i&s q@e prop@@ con velocidad ¢ se debe cumplir ademas
2 b

con la relacion
K .
E c,

o
85 7
‘ac & _
Como vimogm;‘l cﬁtulo de teorias. dinamicas, esto es equivalente también a exigir
la conserva ogg‘de la energiasd, .

Para sistema inte@acional de medidas seran

20, =5y 20,=-1/

Que debe ser C',, = 0 se desprende que E es un vector polar y B es un pseudovector
axial, por lo que su producto no puede aparecer en la lagrangiana ya que es su

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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producto seria un pseudoescalar y no seria invariante ante la inversiéon de los ejes
coordenados.

Puesto que tanto L.+ L; es invariante ante una transformaa@p gauge de sequnda
c/ase /a ecuac:ones dinamicas_de Maxwe// (/eyes de Gaug, y de Ampére) seran

Interrelacionde las s ] mecgﬁlca CIR@'@ cuantica
en el origeh de Ias ecuacion fi,[ de Max& (Eutegrales de
camino de Feynman 4, Ve S

e -.E'-'r
Hemos vistq@t]@‘*ﬁa&ec 5 , den gi/ tapig a partir de la
mecanica c(a’sica co I /ca n I onn/endo clertas

simetrias de\invarianza de forma a na y n o on adicional, como
la conservacio al de la €energia o la /n.uqr/anza exi por el principio de

los observables depencf/endo de la teor/a:ﬂb se p&a § a"

Kobe da una ex,o//caCIon simple de pq@}ue est an la misma prediccion
para las ecuaciones -de Maxwell basgridose qfo ula de la mecanica cuantica
clasica a partir las integrales de cafino de ynﬂn q un limite de la mecanica

clasica cuando h/m - 0.

La evolucién de la funcién de estado ¢

w;ﬁ‘g -/ KQQQ’;\

¥

siendo K(%,t; %, t") el p@paga@ del %Jnto X, tax,t que viene definido por

Y
r?%(xﬁ,t)_f_e%& LI ()5 €)1 gy3 3
.Lr i i"

Donde por 3)355<§ entignde que un %
posible entre %'\ )Y (@), t), y.
8

particula dei@‘q'
i é‘:g %, di
- - _E o= - 2\ - _x. r
@O0 =7 (V@ - 0G0 +a - AG)

Si se hace la transformacién gauge

'94"

atorio a la integral de todos los caminos
[X (), 7 (t),t] es la lagrangiana de una
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. dA
L->L =L+qE

hemos visto que la lagrangiana tiene una forma estructural invagiante
¥

con la condicion del¢
clase

gauge de segunda
)

- i,
uestoqueu. :

el Kernel se transfor@aré entonces

(oL M3
D
i

K%, t; X, _t_-‘.)_:

396 ., p—-— o
con lo que funciéon de ondas se tr ma invariante

Si é-f 1
& Y, t) 51/1‘
& oy

— .
lo que corresponde cQgpuna teghsformacion de fase gauge de primera clase.

Si se toma un tiendpo t itamente | roximo a t', t =t + ¢ siendo &/t < 1, se
puede desarrollar¥e! Ker de Taylor, y se demuestra que la funcién de
ondas verificara [ cuacion de ondas de Schrodinger

c A
I 0+ V) Y =ih s
g = 1lh—
o ot at
la cual como ya ligmos visto es invariante en su forma ante una transforman gauge de

fase de segunda clase

o 2m

W
i

1., -32 . _ o
(ﬁ(p—A) +q0 +V)—lhat

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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En limite de la mecanica clasica cuando h/m — 0, a la integral de Feynman para el
Kernel solo contribuye el camino que hace estacionaria la fase, que corresponde a

rrr
&

§ | LIE@), 3(t),£]dt =0 £
. "Q

e
> tz de la electrodinamica

clasica . =
; . = ) o
g
siendo $ ":’J'
g o & @
M, "W ~
[ A ' 9 o
‘t k 4 A0t P > QI
y que como ya 0S v’/i_g't on magnitudes, Vectoriglés @ge ifMariantes en su forma
y valor y por tanto son observables. (% QL A
= v O
= ;? o

= &
Simetrias gauge de la fO’nnqgciénMon' a como origen de las

ecuadones de Maxwell Q‘?@ - S @

Ya hemos visto en el capitulo 8“5 las t o
se pueden deducir también & partir de:latgg
formulacién equivalente a agrangia’r\%).

6nigels, que las ecuaciones de Maxwell
la ulacion hamiltoniana, al ser una

rmite profundizar mas en detalle sobre

&
Sin embargo, la formulagion h iIton%na
laciones de Maxwell.

algunos aspectos de I%gstruc@'a de lasec

k ¥ '3
La lagrangiana para{:ﬁa pargicula en url;ggrd'hpo magnético viene dada por

o
L-@
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Los significados del campo electromagnético

De igual forma el momento canénico ﬁj de la variable de campo 4 se define por

1 ) -

W
ftmiion
¥etoTos _ind ..- e o ng? .@menﬂ! una variable

e - H
. £ - ‘o ; . L
las ecuaciones de Euler-Lagrange par(ﬂl potedmial @™no s cuaciones dinamicas, y
que la ley de Gauss es mas biengina cod3iriagin istribucion espacial del
potencial que se debeaplicar a to instan@dﬂe

m
o
El hamiltoniano del sistema tota@ defi@or b q}

S g
H= A0 +p-x—1L
TRV AR P
S

N
Sustituyendo los momen&ﬁ{ pOrssus expt:{esi

.@- i
Las ecuaciones de_\-ﬂémiltcz?para el movin

. 1 .
& = —(p—
%G § dt  op m(p a4)
‘ab' & dp ot
@ @?" 7 N
siendo esta Ultima la ecuacion dindmica
dzf = - —.
moz= -V () +q(E +qVAB)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

con la definicion de

E def v’q) aK
- at @

= ¥

D, A :‘:'E"
por lo que se reproduce jento de Nevvt@"? con la fuerza de Lorentz
actuando sobre la pagtic

1 : - '

De la definicion propia de E*y duce .ormaégnediatgf.q una identidad

[ ] "
las ecuaciones ¢ e la. _de F,?aday y@la@y de ausencia de

s@uaciones de

n

399
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Los significados del campo electromagnético

Al ser Il = 0 carece de sentido la ecuacion de Hamilton

00___oH__
ot (dH¢) - rg?
dt .
" "-“u-i.‘I

trajvez que @ no e§ realmente una variable
dlnamlca Ademas "1 -_-__.'-"' 2 es la ey de Gauss, nas indica que IT, tampoco es

e Ge bSS €5 urg,“aonstnq&onw
rangi ﬁh Lo?wo contenga la

Como ya hemo Isi dad
variable @, vy s8a aL/a(Z)t=0 |nd|ca\ . _Jno s un dlnamlca o de
propagacion, y su inclusion en el siste S M&s unar i tges la que da
origen a la apa_r_JMel S 3gneét ic%n Ios &'
‘."H‘-:'\-\ j b :bQ @
- 7y N Q @
El probléma_ge la i?enecbrﬂiaggn |§ interacciones

electromagnética's : & o

\‘i‘
Hemos visto que para un sistema a%/ado @' p@cu/ 'Qargadas en un campo
electromagnético la energia total i@onser@h@end n intercambio de energia

Q
entre las particulas y el campo. e Q o Q

Sin embargo, la separacion ent la en ca ?y la de las particulas no esta
univocamente definida, y aderﬂ{as co fa'b os,g3R10 es ello posible para particulas
no relativistas.

Cuando hay varias pa@u/as carga‘das 5( en la aproximacion no relativista
Cuasiestatica se puede gonside quet/nter cionan entre ellas a través del campo
electromagnético y se [e5 puegte asociar una energia potencial. Las particulas en esta
aproximacion, deben'fhoverSg tan /enta?n'é*nte que la energia radiada es despreciable
en el tiempo de es,c en las part/cag/r;s se mueven.

La energia total@el@npo electro

viene dada pori?}‘

nético y una particula con carga eléctrica

S S
@}\%’ Qg——<dt>w f(E2+czBZ)d3

donde U (%) incluye la posible energia de un potencial externo constante en el tiempo.

De acuerdo con la teoria de Maxwell, la energia que pierde el campo
electromagnético se transfiere a la particula mediante la ecuacién

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

d ey [y sapmasa dmfdB\' _ (. o
lo que implica la conservacion total de la energia .{;’

La separacion de la gr ede hacer a

través de términ

1 \ v
de forma qu%&eﬁonstaﬂ gia tOt&-ll. ?’ *6&
£=¢, +1f|7&<5! & +&p =5

R
Una condicion que se debe impone%’ la eneftia gote V que se asocie a las

, . ,
particulas, es que debe ser;fuzng 5erva@ gar/a@ en su valor ante una

trasformacion gauge de sequnda gfgse. Q Q

O
La separacion de la energia es @ cua@@de ggubsistemas permanece como

condiciones fijas en las que el Btro su% evo na dindmicamente. Veremos a
continuacion distintas forma@e separaciqh ge la Agergia.

EFFFrET:

¢ 4

&

‘“ ] .' - -
Invarianza gau c{g Ias__%;gmponentes longitudinales vy
transversales cz—@po ele ﬁmagnético

L 3
Hemos visto en eg"apl’tul&e teorfas v

podemos hacen%’esc&%posicién en
las magnitudez% czﬁo electromagn
@%vé% = Y

@ E‘jzefEL+ET=_V®L+VAAE

foriales, que segun el teorema de Helmholtz
ponentes longitudinales y transversales de
o

En funcién de los potenciales electromagnéticos las componentes toman la expresion

Fo=-r 5 % g gy
T= ot y L= "¢ = L

Enrique Larrea Bellod
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Los significados del campo electromagnético

habiéndose definido

la indeterminacion gauge p@ede 5& oy . Esto muestra también que las

ecuaciones de la electrodingfmica son }'nE/ar' tessPreemplazamos A- /TT yo-0,.

[

B

Por la ley de Gauss se vetificara 3
y oif %3,? N

¥y 2
0

L
que es una ecuacg:"n de gsson cuya sol

potencial eléctrw imgr’accic’)n estatico:

o’ & 1 (o

Observemos que ¢, es gauge invariante, pero no lo es ¢r = ¢ — ¢, ya que se
transforma como

[

=V E";@: FEp = -V,

. o/
- = —_——
$r = ¢r=dr -5

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

Sin embargo Ey y E,, son gauge invariantes y por tanto son magnitudes observables.

Observemos que @, es el potencial de Coulomb instantdneo generado por la

distribucién de cargas p, por lo que E, = -V @, es el camp_gg?eléctrico ligado a la
posicién instantanea de dichas as,y gue un campo no Iocé\'

]
o o w { 1. ©0E-X
B (% 0) = —7 p i o= ‘$’P( 2 )(4\ )d3x‘
" _ 4-71'6% [X — X3,
' ' ﬁ?‘ - P-4
En el capitulo d as i descomponen

en su parte long

™
0248
e

=
& Q @
X A
~ ] "h,u
y que el campo eléctrico toma la expresion inteaél gntun de las fuentes
B = o
P 1 J’ Vo(, (¢t — % 4 /<)) d&g an qlﬁa'c’ (t—1%-%1/c)) s 403
p g, ) |5c’—x;;$ > gﬁ;v ?} Z- 7|

sk fatfr(f‘,(t — - 7|

T — — - ey
4

oy
De las identidades a,‘-'

(9uV6,)d% - f $LV2d%% = f pgﬂdsf

0
y por tanto

& N & -
?"f E2d3% = 7°f E2d3% + V,
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donde V. es la energia potencial de Coulomb instantanea

11 ’
VC = f&d?}? = — Z qrql_)
&o 24meg Layy | X, — x1|¢-:r

y el sumatorio se extiende a tod iciones distintas de |ﬂ_§'part|culas

Energia potencial de Coufomb y componghtes longitudinales y
Y T o O ., f s gn

transversales ) de mgsu statica no

relativista

Un método S oger%? la e%g/a potencial

asociada a /ﬁiyaﬁfc las| Puesto qu %una in @7 /Zﬁtanea esto solo
. r 2. 5

es ap//cab/eq:t’tu/ S Yoxima o Q@siest
Evidentemente fuerzafF X)) que actla sapre la pgti sﬂg‘ en %, sera
: A & & S @
— FG) =@E, (s, ™ =~

< O~

Tomando para la descomposmon nergm‘% &C en&?ces sera

- —f(EZ +$Bz)d 80 2+ c2B?)d%%

Puesto que la energia ra a ori ?or movimiento de las cargas es

despreciable, E; es el ca que unzi carga rueba experimentaria si todas las
particulas fueran elimina8és del s:stelina Y «corresponderia entonces con el campo
eléctrico de radiacion e@émo que & energia del campo eléctrico longitudinal esta
asociada a la interaccigp instgbtanea de '/omb de la cargas.

La variacién de la e rgia campo elegtgomagnetlco en esta caso viene dada por

Q
e 0E, ° . 0B,
,,f.%\ﬁ Eror B8 O a>d3
N 5

'-u. v _

I ﬁT""‘ P B AR\

@% &7 = j r'Jr ——Br-VAEr|d’x
© ¥ Ho

obteniéndose finalmente

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

que es la expresion de la conservacion de la energia para las componentes

transversales, y que como hemos comentado en teorias vectoriales, E; esta asociada a
la parte propagante de la radiacion que contribuye al balance de energia.

Ev:dentemente se puede con'rar una parte no de e@%rg/a del campo no

Por lo sera

Por lo que

e y <)

-

e
et
La energia de las part/cu/as que es g@ﬁé inva@nt %y vea@ada por

r zq 405
. m
£, = e = O+ U@ Ve
Su variacién con el tiempo ve @’a dad
dé V
d_tp: Ed3x+§l—c d3% = q - E;

¥
es decir, las particulas é:m el c no /@/at ta adqweren energia a partir del campo

eléctrico transversalE; de@ rad/acmh @@xterna manteniéndose la energia total

SIem,ore constanter i
-]

La lagrangiana d '

i

Un sistema de"patticulas cagadas se puede representar como

pE0) = ) 4ud(% - %u(®)
k

5 dx
J@,0 =) gt 8(% - %(0)
k
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donde %, (t) es la trayectoria de la particula k y g, es su carga.

La variacién de la accion respecto de las coordenadas de posicién nos da para las

ecuaciones de Euler-Lagrange la ecuacion de movimiento de Newyton para la fuerza de
electrodinamica de Lorentz _ 4;?

22 )

m d Xk

dt?

La hamiltoniana
dada por

Es importante

gauge pero su valor cambia dependie@o del &ug@or 1
observable. Esto hace que no coincida&&)n la enecgiﬁy. 0

S .
Por tanto, q@r no puede ser asoci a unq&e@a p(@hoa/ ya que si varia con el
tiempo su gradiente no puede ser,@ociad&ﬂn ey

Foes S
Existe, por tanto, una dﬁcio’n entrt':e el hanglitoniano y la energia debida a la
ca

variacion con el tiempo gé rgo de Eadi on externo. La diferencia es debida a los
potenciales @. ¥ 8 Ay

- o
Si se resta la energialgg’los ﬁ’enciales externos al hamiltoniano de las particulas
b ]‘b o]

Q%
D
S
o]
©
<
S
D
0
[0}
=
c
S

& & 6=t a0
A I i
se comprueb a&gﬁn_q e que &, es un’ servab/e ya que es invariante en su forma y
valor en un%nsf acion gauge,de “ nda clase

@)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

Gauge dipolar eléctrico
En base a todo lo anterior, Kobe argumenta que el hamiltoniano que se debe
considerar asociado a las particulas es ,g’

&
Ak ¢T (xk' t) _éS’

e \ }::e separaﬁparte energia del campo
el campe; eléctrico~ekisfno puede ser
3 ep&rg/a ncidh asociada a la

interaccion de Coulomb /nstantanea '4-., "J‘
Esta distincion Mort nte'er er :@s enms procesos de
radiacion dellos &tomos. ¢ '-Q o

s -' o3
, " .-
Segun Kobe en mecanica ( a de %‘r ia que se debe
g {M i %ﬁzﬂr {a gia q

considerar para-una pa i

que es realmente un observable- azlgtanto L] f en va/or invariante ante
una transformacion gauge.de se a clas
galge de segyfpa cieseyl C:

Si se toma el gauge el gauge de@mma@p;? en el potencial vector se anula
]

=

& A

tendremos que

Entonces el hamiltoniano para la particula adopta la forma

- 1 *
Hp(A\, Q‘T) = _(ﬁ)z +U+ VC - qf ET -dX
2m 0

Enrique Larrea Bellod
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Los significados del campo electromagnético

Si se supone que la variacion del campo eléctrico es pequefia en distancias del orden
del tamaho de un dtomo como ocurre con las longitudes de onda Odpticas, se puede
aproximar el hamiltoniano por la aproximacién dipolar

itiréscalcular la nﬁadén emitida y absorbida

'\r“.\! ,
pE baCIone que segun; Kobe es el

Transformaggnes _cant

~
de Maxwell ™. 9 o
Hemos vith 8% 4%
emos vistg que e/ pr/n/p/o de invarianza /a f@a la [z@tangiana ante una
transformacio ge restringe sus formas posib e od la existencia de un

campo gauge vectorial que interacciongcon | /as adas de forma que
compensa los efectas de la transforma??h pargm arianza de la forma.

El campo e/ectromagnet/co es un o?/able t/éve n en el campo vectorial
gauge. - Q Q Q

Hemos vista también que la indarianz ) ormﬂktle lagrangiana conduce a la
invarianza de las ecuacionesggde Ha :@n‘e nsformaciones gauge, lo que
Justifica porque en la meca cuan e la anica clasica permanecen validos

los mismos principios de la ‘ﬁ@.‘oria de losiobS¥rva

2
La invarianza de las ecuacione @de Hamlltox esta relacionada en mecanica con las
transformaciones canomicas. remoa‘sq%exuna transformacion gauge de segunda

clase no es mas que tra@brmaaon* afl)onlca
o
o
§ & Wy

Para una partic qen@campo eledﬁ magnético hemos visto que la lagrangiana

viene dada porﬁ"b &
39 &
L[i(%(%ﬁ. =Lpm + Ly

2 S
d -
) —UX) —qo(%,t) + qd—f-A(ic’, t)

=

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

y el hamiltoniano total

H=p-%—L=-(5-qd) +q0E O +U
=F-E-L=zo(P-ad) +e0@0+ U

. X o
Una transformacion gauge des g clase conservara lathrma estructural de la
lagrangiana & s
df -
I=1L+ w AEO
o &
N

sigyAse transfﬂrman seguin confie.un gauge

o

&
Por tanto selq@jré

y también iy

deben mantene’%?n 4
L&
v

lo que implica que debe ser

donde F es una funciéon generatriz arbitraria.

Enrique Larrea Bellod
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Los significados del campo electromagnético

Desarrollando las derivadas totales, la anterior ecuacion se puede escribir también
como

(4 6T) di +( N
PE p

Una condicion suﬁoente S€ mpla

dp—a— 4 +(£§’—H—— dt—O

faecuacion es que seéEnﬂque las relaciones

: =—ﬁ"

En particular la transformacion canénic&%\

e, B
es equivalepte alas. " ya an?ﬂza la ales conservan
invariante también la

Como ya hem sto,’ /as ecuaciones din&micas g ienfrde Newton para la
fuerza de Lorentz se obtienen d/rectame@e de | &one Hamilton, y por ser
la transformacion ‘gauge una trans macion, a@/c forma se mantendra

Los potenci Sta ya gue el campo electromagnético queda
inalterado

1024 ~ . 100
VZA—C——:—<V-A+——)d=ef0

c2 ot

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

los potenciales verificardn entonces las ecuaciones no homogéneas

laci
m aq zgh e
e~ 2 . FF
Sin embargp, el gau - imGonvenje ffque& elimina toda la
libertad gauge, ya que todavia poa @& agmx > A%+Y que
ica C

deja invariant ecué}i ' gs Ve uacion de ondas
homogénea . § &}’
. ~Q 9
= 2ox, @ é" "?
: >g A

Lorentz ya no contienen la ecuagion de Je60 aciprde la carga en ellas, y se debe

Otro hecho importante a "o“bservax?es qu R g@acio@de campo para el gauge de
postular como una ecuacion in@ependi _@cion

Si se elige A de forma quqisi verifiq'.u% efgau e Coulomb div A4 & 0, entonces
sera A=Ay el potencia&/ector es pﬁra te transversal. El gauge de coulomb es

muy utilizado en los @ lemgs’ de r%dia ., Y las ecuaciones de los potenciales
toman entonces las e esion&" =
¥ W
.I‘b - A’ -
';_\ZEJ g‘ VZAr — 2 = —tolr
& cZ ot
5 N __r
ol & N

donde Jr Ooponente traWsolenoidal de la corriente. La corriente J

siempre se p d@&éscomponer en Unacomponente transversal y otra longitudinal
J=Jr+1

de forma que se verifique

~L

<
3

Il

o
<

<l

>
=~

Il

o
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411




412

Los significados del campo electromagnético

Obsérvese que @, corresponde al potencial de Coulomb que depende de la posicion
instantanea de las cargas.

El campo eléctrico vendra dado en este caso por

A

;t}i‘ :- e las egg ! nesﬁ wpotenciales no
5 %‘t‘“ ertad gé@e, ya@e emos todavia la
leja invarjiante /a@gu@nes si el gauge

L;‘“‘
n\!
=

transformacion A
residual verifica /i ecuacion digﬂhs hom

f—_ﬂ e V é’ﬁ: "b"
Gaugecneni?é.' co © \?}O‘Q.b &
~ & L

/ o "
Como ya hemos Visto, para una carggvelazga géln qq@.')o electromagnético

existe una distincion_entre su energia
gauge considerado.

Existe una t’rqnsformagqn gauge p.
energia cinética. - o

Haciendo la transformacion gag}g

T oo
L] ‘=A+§
& X

N
entonces el hamiltoniare se regce a L&; )

siendo So 3
A

4 : .
De las ecua@@es@la transform : e de segunda clase se obtiene

@)

&

t
A(J?,t)=f(2)dt+£U(J?) y
0 q

t
-, - — t—)
A t) = At +f Vq)dt+5vu(f)
0

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



11 Teorias gauge del campo electromagnético

Evidentemente las ecuaciones de Hamilton para H' da las ecuaciones correctas para la
ley de Newton para la fuerza de Lorentz.

La energia asociada a la particula sera

7
BT
y cumple con la .g;l on

e

Gauge

Considere

Esta transformacién no es cov nte,@
puede sumar cualquier funci@n arbit o,
forma que las ecuaciones %Qédan invéri?n

Por tanto se puede impo&%‘f' un%.g,ond
[~

L
icion
|
- B

y puesto que

el campo gau

La anterior ecuacién es de tipo de Poisson cuya solucién viene dada por

1fV\AA£0d%

A+A‘=_ > >e
4 | — x|

Veo
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Los significados del campo electromagnético

Puesto que el campo eléctrico es invariante ante las trasformaciones gauge tenemos

de radiacion, y

fotdn.

s o
o . o . .
Aunque todos /o@auifﬁn equivalentes, sin embargo, en algunas representaciones

el tratamiento ico se simplifica, lo que a veces es importante en mecanica
cuantica para b‘b olygion rigurosa de [i problemas de radiacion.
icciones sobre las 4 componentes de los

Las transfo%ﬁon@ gauge impRpen re:
potenciales A¥. év‘no en este caso &s posible eliminar la componente temporal del

potencial escalar.

~

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Ecuaciones longitudinales y transversales sin libertad gauge
del campo electromagnético

. . . . g
Ya hemos visto en el capitulo de teorias vectoriales que las/®cuaciones del campo
electromagnético pueden gsepararsessen sus compox@ntes longitudinales y
; M, 'que se puede.@;';’l/egar también a dichas
i jrangiana ¢ hamiltoniana sin libertada

5\Componentgs’ longitugl 57!;3' responsables
& lonameg)

1
{

ecuaciones a partir 0
gauge en los potenciales'si se'eli

de ello. O
. ¢ \ L ¥ N0 o{,
Volviendo a escribir los campos en sus componentegdongitugimal ransversales
s
&8 o
~Vo, @
06 L]
siendo 'L'

415

estando definidos

&

s
:
©
Q
>
K8
&,
o
i

Por tanto, la indeterminacién gauge se puede eliminar empleando solo Ar,¢,, que
son gauges invariantes y por tanto observables.
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La componente longitudinal A, no es gauge invariante y, por tanto, no es un
observable; ademas esta determinada por las otras componentes y las condiciones de
contorno.

i 4 IQangi@ L normalmente
tiempgﬂp?}-lo q’éson equivalentes y
P

[levan a las misa ecuaciones vari-acionales‘? D O
c o

[
Se define la lagrangiana independiente del campo gauge comQ"}r
= . léh
L ~ py + 4]+ 2032
(Y ? o,
siendo para una garga pu o' G
N
S §
p(&, PSS ©
Observemos que *L Se diferenci
definida en"wna diferencial tote

seran

gue es la ley de Aji:%)’ére
o

@, noesunav e dimamica ya que -

e
ﬁi‘g‘fﬁ“ . . F = 4T B
@\%‘%EOQ)L 3W€0 L=—pté& =

©

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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por lo que la ecuacion de Poisson es una restriccion

y H coincide con la en ?@ia to

&
Las ecuaciones din@icas
;o r‘u'
candnicas & g‘

t >0l

La ausencia Ily, en H nos indica que @, no es una variable dindmica y que la ecuacion

de Poisson para la ley de Gauss es solo una constriccion, y que por tanto, E, no tiene
una ecuacion dinamica propia y solo depende de la posicidn instantanea de las cargas.
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Los significados del campo electromagnético

De igual forma, la evolucién de A, viene dada por

-

se obtiene gtra vez lajeelaci¢
- l'ﬂ

por lo que J,,
tenemos a

Ve, +0,p=0

El potencial vector que es quién define el campo electromagnético, serd una funcién
de la componente transversal de la corriente.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



